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0.1 Mathematische Beschreibung physikalischer
Zusammenhange

* physikalische Experimente liefern oft einen funktionalen Zusammenhang: y = f(x)

* z.B. F = f(s) ... Kraft ist abhdngig vom Ort
oder v = f(t) ... Geschwindigkeit ist abhdngig von der Zeit

* Darstellung als Wertepaare oder Graphik

X y yt
1,0+ 047 6,5+1,0
2,0+ 045 45408
3,0 +0,35 43+08
4,0+ 0,30 34407
5040,27 1,9+0,7
6,0 +£ 0,30 22+0,6
70+ 0,30 20+07
8,0 40,30 1,8 +0,7
9,04+ 0,30 2,1 +0,6
10,0 + 0,30 1,8 +0,7
11,0 £ 0,30 0,5+0,7
12,0 + 0,30 0,7+0,7
a b

* jedes Experiment ist fehlerbehaftet: Fehlerbalken bzw. Fehlerkreuz
* Interpolationskurve verbindet Datenpunkte als gldattende Darstellung
* Verbindung mit Geraden: keine Aussage zu Zwischenwerten

* lineare und nichtlineare Regression z.B. mit Programm ORIGIN



0.2 Fehlerabschatzung

* Bedeutung des Fehlerintervalls, bspw. x = (46,5 + 0,7) cm

Xo-Ax  xgAX

- - i *> X

xo
458 465 47,2

* falls nur statistische Fehler (GauB-formige Verteilung der Messwerte): Angabe
der Standardabweichung

* fiir £ Ax: ca. 68% aller Messwerte im angebenden Intervall (+ 2Ax: 95%)
* Standardabweichung wird hdufig auch mit ¢ bezeichnet
* kann durch wiederholte Messung (n) desselben Messwertes x; bestimmt werden

3 . —X)? n
Ax = ; " mit 2 xi—X)’=(x— X+ (=X + ... (= %)’
(n—1) i=1




Standardabweichung

* wenn derselbe Messwert vielfach gemessen wird bei identischen
Versuchsbedingungen, ergibt sich Verteilung um Mittelwert x : Erwartungswert

* falls nur statistische Abweichungen: es ergibt sich fiir kleine Intervalle 6x und
grofle Versuchszahl n eine GauB-Kurve
* wenn Zahl der Versuche n — o« und 8x— 0:
glatte Kurve

° ist GauB-Kurve

N 4

20 - N4
L Fehler

Ax=0,18

dx=0,016

AX ... Standard-
bweichung
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weitere Fehler

* es existieren neben statistischen Fehlern (z.B. bedingt durch Ablesefehler)
auch systematische Fehler (z.B. bedingt durch Ungenauigkeit des Messgerdtes)

* Bsp: Zeigerinstrument zur Messung des Stromes mit Genauigkeitsklasse 2,5%
- bedeutet: bei 100 Skalenteilen ist systematischer Fehler 2,5 Skalenteile
- bei Messwert von 30 Skt. ist relativer Fehler 2,5/30 ~ 0.083 (d.h. 8,3%)

* Achtung bei digitalen Gerdtenl Fehler im Handbuch nachschlagen. Kann erheblich
groBer als Digitalisierungsfehler sein (1 Digit in letzter Stelle)

Fehlerfortpflanzung

* wenn physikalische GroBe aus mehreren anderen berechnet wird =
Fehlerfortpflanzung beachten!

* Bsp: Berechnung der Geschwindigkeit aus Weg und Zeit: v = s/t
* Messung von s und t unabhdngig voneinander; sind beide fehlerbehaftet

* Produkt- und Quotientenregel: falls zu berechnende Grofe nur Funktion
von Produkt bzw. Quotienten von Messgrofien, dann ist relativer
Gesamtfehler Summe der relativen Einzelfehler Av/v = As/s + At/t

* Summen- und Differenzregel: absoluter Gesamtfehler ist Summe der
einzelnen Absolutfehlery=2x-15z = Ay=2Ax+15 Az



Lineare Regression

* hdufig: linearer funktionaler Zusammenhang von MessgraBen, d.h.y = mx + n
18+

X Y 16-
1 > 141 Y =(2,022+0,05) X - (0,01+0,3)
121
2 3,8 :
104
3 6,5 > g
4 7.7 6
5 | 105 ]
6 1118 O - v L) v L) L) L) L) v L) L) L) L)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 14 3 X
8 161 * Ausgleichsgerade wird mit Methode der kleinsten Quadrate bestimmt

* m und n werden so berechnet, dass Summe der quadratischen Y-
Abweichungen zum Minimum wird

... = Minimum 6



0.3 Vektoren

* in Physik existieren skalare GroBen (ungerichtet): z.B. Dichte, Temperatur, Druck
(werden durch reelle Zahlen beschrieben)

* und gerichtete GroBen: Geschwindigkeit, Kraft, elektrische Feldstarke
* diese Grofen werden durch Vektoren beschrieben und fett gedruckt (v, F, E) oder mit

—> >

Pfeil versehen: v, F, E
* werden durch Betrag und Richtung charakterisiert

* fir Addition/Subtraktion konnen Vektoren entlang ihrer Richtung (Wirkungslinie)
verschoben werden

y- Achse y- Achse
'y 4
ZAERAAA
V= Vi -V,
. . = Vy+ ('Vz)
Vr V2 . o
v L)
vj =
1 Y]
a » x-Achse b r » X -Achse

Addition (a) und Subtraktion (b) von Vektoren.



zur Addition von Vektoren

* zur Addition werden die Vektoren entlang ihrer Wirkungslinie verschoben




Komponentenzerlegung von Vektoren

* entsprechend der Additivitat von Vektoren kann ein Vektor im Raum in
Komponenten zerlegt werden, die senkrecht aufeinander stehen

— —>

e; ... e3 sind Einheitsvektoren, d.h. bspw. |31| =1

Darstellung eines Koordmatensystems durch ein
Dreibein von Einheitsvektoren &,, &,, &, sowie
Komponentenzerlegung eines Vektors 3.

. . _’
damit wird aus Vektor a :

-
OP E §’= xlé'l + Xzé’z + X3_e.’3



Multiplikation von Vektoren

* Multiplikation mit einem Skalar (reelle Zahl):

a >
2a >
-15a )
Das Skalarprodukt
Kr_.aft K auf den - -
Korper a-b:=abcos(%33,b)
X 7, b = Winkel zwischen Vektor @ und Vektor b
®
P * Ergebnis ist ein Skalar (eine Zahl)

zuruckgelegter V‘éeg 7 des Korpers, ° Rechenregel: Produkt beider Betrdge mal

etwa auf einer Schiene . Kosinus des eingeschlossenen Winkels

Bewegung eines Korpers P unter dem Einflufy . L - .
einer Kraft. Im dargestellten Fall ,,zieht* die Beispiel: Berechnung der mechanischen Arbeit
Kraft den Korper. 10



Das Vektorprodukt

* Das Vektorprodukt liefert als Ergebnis einen Vektor, der senkrecht auf beiden
Ausgangsvektoren steht

C=0; XU, = [D| [D,]sinae.

c
4 :
Eigenschaften:
R axb=—bxa
V.
2 - -
90°— axa=0

=</
¢

90°
Zum Vektorprodukt von Vektoren

* Rechenregel: Betrag des resultierenden Vektors ist Produkt der Betrdge der
beiden Vektoren mal Sinus des eingeschlossenen Winkels

* Richtung des resultierenden Vektors: senkrecht auf beiden Ausgangsvektoren
* Vorzeichen: ,rechte-Hand-Regel" oder ,Schraubenregel®

* Schraubenregel:_vz wird mittels Rechtsschraube auf V; gedreht, dann ist ¢ in
Richtung der Schraubenbewegung gerichtet (auch . Korkenzieherregel®)

° Beispiel: Drehmoment bei Rotation als Aquivalent zur Kraft bei Translation 1



Ubungsaufgaben zum Skalarprodukt

1. Man berechne
e - (€, +€) (Bild),
(28, +3€3)* (€, —4¢€;3), (5€ — 38, +€) r (—8 + 28, —4%€,).

2. Gegeben seien die VektorenT; = 4€; — 3¢, + 2¢; und'r_:z =3¢, + 4€,. Zu be-
stimmen sei [T |, 1, Ty * T2, 12T — 3T, (1] —12) T, +71,).

Ubungsaufgabe zum Vektorprodukt

l. Gegeben seien die Vektoren a = (-1,2,-3) und b = (2, 3, 1). Man berechne axb,
b x a sowie (2 + b) x (@ — D).

12



0.4 einige wichtige Funktionen

* trigonometrische Funktionen (Winkelfunktionen)

Definitionen am Kreis:

sina—X
r ————————
X

cosa == P
r 0 X

sin a

tana—-z=
X cosa
X cosa

cotana = = = —

y sin a

* einige wichtige Beziehungen

sin2x + cos?2x =1

sin « 1
tan x = =

COS & cot &

COS & 1
cotx = =

sinx tanx

* fiir kleine Winkel (< 5°) im BogenmaR3

Sihna =«

taha = o



Exponential- und Logarithmus-Funktion

* Exponentialfunktion ergibt sich, wenn Funktionswert
sich immer um gleichen Faktor verdndert

°zB.y=10*  x=0|1|2 |3 | 4
y = 11101100 (1000110000

* Beispiel: Entwicklung einer Bakterienkultur

Verdopplung der Zahl nach Zeit t
fiilhrt zum exponentiellen Anstieg

* einige Rechenregeln

n

a _

an am — an+m, — — an m, (an)m — anm’ aO — 1
a

n

a"b" = (ab)",

%)

N
o pl NV
3

a'™=1%a. Spezell: Quadratwurzel a'? = \[a

al/n bl/n — (a b)l/n — n[a b
14



0.5 Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme

* lineare Gleichungen l6st man durch Umstellen nach der unbekannten Grofe

° dabei bleibt Gleichheitszeichen wahr, wenn auf beiden Seiten dieselbe
Rechenoperation ausgefiihrt wird (z.B. Grundrechenarten \ log exp )

* gilt auch fiir nichtlineare Gleichungen

c-b
ax+b=c = ax=c-bh =»> XxX=——
a

AC=D = e-2 = x:ln(Ej
A A

* lineare Gleichungssysteme |6st man bspw. mit dem Einsetzungsverfahren, d.h. man
stellt eine Gleichung nach einer Unbekannten um und setzt den Ausdruck in eine
andere Gleichung ein. Man reduziert so die Ordnung des Systems bis man eine lineare
Gleichung erhdlt.

{ —3X
y:

IX+T1y=7 !

5x+3y = 36 5x+3(7_73)(j=36

v

Xx=-10,5 y=55

15



0.6 quadratische Gleichungen

* sind Funktionen, bei denen die Unbekannte in linearen und quadratischen Termen
auftritt

* allgemeine Form:

Ax2 +Bx+C =0
Division durch A fihrt auf Normalform:

2 : B C
X+ px+g=0 mit =— und g=—=
PX+(q P A g A

Losung:

2
X0 = —gi (gj -q falls (p/2)?-q negativ: keine reelle Losung

622 — 132 +6 =0

x> — —1§ x + 1 =0 (Normalform)

13 13\2 13 , 5
x2;3=-1—2:l: (—) —1l=5+

*Beispiel

1 2
x2=1—2—; x3=§-




0.7 Differentialrechnung

* Differenzenquotient beschreibt Anstieg eines Kurvenstiickes

. . . Ay _ f& + dx) — f(x)
* Anstieg der Tangente an die Kurve ist der Az~ Az
Differentialquotient, d.h. Ax - 0
YA I
. Po 4
d F g [+ dx) — f(#) Y 2
__Z- =Y =@ :En_:o Ax 2 ————Tangente / 7
---------- Sekante T
* wichtige Differentiationsregeln (u und v ,
sind je eine Funktion von x): -
ddOs’cu =C g-% (C' = const),
(Faktorregel) X
d(u + v) _du+dv
da de = dz *Schreibweise: y'(x) = dy/dx
(Summenregel) .

*Ableitung nach der Zeit oft: dy/dt =y
dw-v)  do du
de “ da L da’
(Produktregel)

17



Ableitung einiger wichtiger Funktionen

* Beispiele:

dC’ de®
—— ' — 7
1z 0 iz et
d " dlog,z 1
— = na"l (n = —1) 1a _—x—logae
d sin z dlnz 1
e = COS X dz -~ =z (x > 0)
d cos x .
P = — sin x

2. y =% + 22 — 273 y’=5x4+2d3—7x6

3. y = (2® 4+ a) (22 + 3b) 2+ a=u; u = 322
Yy’ = 3x%(x? + 3b) + 22 + 3b =v; v =2¢
+ (23 4 a) 2z

y" = bxt + 9bx? + 2ax

18



Extremwertberechnung

* Extremwert einer Funktion (Maximum oder Minimum) immer dort, wo Anstieg

der Tangente = O ist, d.h. dort, wo 1. Ableitung = O ist

y
+ 7\ * Extremwertbedingung also:
I
|
|

l
t
!
| dy
i : —Z =V X) = O
ifa) | (b Vb ACY
] ] 1 —
0 a & 6 X - Beispiel 1: lineare Regression (s. oben)
b
* Beispiel 2: Bei welchem Seitenverhdltnis ist Fldache
eines Rechtecks A bei gegebenem Umfang U maximal?
A

A=a-b ()

U =2a+2b:>a=%u —b einsetzenin (1) = A=%Ub—b2

dA 1 1

Maximalwert: 222U _oblo0 = 2u-2b =|b=tuunda=21u
db 2 2 4 4

Ist ein Quadrat

19




0.8 Integralrechnung

YA

Bsp: Flacheninhalt unter Kurve ist
verrichtete Arbeit, wenn Kraft als
Funktion des Weges aufgetragen wird

Fldacheninhalt als Summe der Fldachen von
rechteckigen Streifen anzundhern

exakte Losung, wenn Ax — O

Grenzwert ist bestimmtes Integral

bestimmtes Integral entspricht einer
Zahl

unbestimmtes Integral hat keine
Integrationsgrenzen und ist eine T

=Y

Funktion (heift Stammfunktion) ; T

|
ist .Umkehrung" der Differentiation L, !
Beispiel: il

.
-

— _____
—

e
jlp——————
pp—————
fre

fe—

e

|Axq Axy A xy Axy' X
a

szdx _1 x®+C
3 b
zur Probe - Differentiation:

n n b
d 1)(3 Y2 lim éllidxi:nliri q:‘——Z;LiAxi:Ag :aff(x)dx
—| =X"+C |=X n—>00 4 ,

dx \ 3

Ax¢—>0 Adx;—0



Grundintegrale

n+1
L [arde = :_,_ 7+ C n€ R\ {—1} | * Berechnung des bestimmten
das Integrals aus Stammfunktion F(x):
2.f—— =In|z| 4+ C x =+ 0
X
3. [e?dr =e2 4 C jf(x)dx:F(x)+C
4. f a®dx = lzxa + 0 =da%log,e+C a>0 bestimmtes Integral zwischena und b :
a =+ 1 b
5. fsinxdx= —cosz +C jf(x)dx =F(b) - F(a)
a
* Rechenregeln: * Beispiel:
b a
[He)de = — [ Hz) de 3 3
. ° f (2x + 822) dx = (2 + 2°)
[ Hz)dz =0 i 1

b e — (9 N (1 1) —
ff(x)dx=ff(x)dx+fbf(x)dx (9 +27) — (1 +1) 3__4

b b b
J @) + 9@)] dz = [ f(z) do + [ g() da

b b

f cf(z) dz = ¢ f f(z) dz 21



Ubungsaufgaben zu bestimmten Integralen

Man berechne die Integrale
2 n e 1

a) f x3dx b)f cos t dt c) f—x-dx
0 0 1
2 2w s

d) f—i—jdx e) f sin t dt f) f sin t dt
1 0 0
¢ + dx

g) [ efa h) [ ==
0 1 VX

22



0.9 Differentialgleichungen

* betrachten: radioaktiven Zerfall von Uran = stdndig Zerfall von Atomen
* Zahl der Zerfdlle nimmt mit der Zeit ab (Halbwertzeit: Hadlfte zerfallen)
* N(t) ist Zahl der nichtzerfallenen Kerne zur Zeit t
° im Zeitraum At zerfallen AN Kerne: AN(t) = -A N(t) At (A ... Zerfallsrate)
°* Minuszeichen, da Zahl abnimmt mit fortschreitender Zeit
* fiir At > O schreibt man die Differentialgleichung:

dN(t)

— =N

* in solchen einfachen Fdllen kann man die Differentialgleichung durch das
Verfahren der ,Trennung der Variablen" I6sen:

dNN—(S[)) = —Adt Integration auf beiden Seiten liefert:
I‘LN—(?)) =—A[dt = INN(t) =—At+C = N(t) =e " =e®e™ =C'e ™

Anfangsbedingung: bei t = 0 sind N, Kerne vorhanden = C™ =N,

N(t)=N, e™| (istbekanntes Zerfallsgesetz fir radioaktive Isotope)

23




