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M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

1. Rechnen mit physikalischen Gr63en
» Variable Grofien:

In der Physik sucht man immer nach Zusammenhangen zwischen mef3-/beobacht-
baren Grolden; die Frage lautet also: wie andert sich eine Eigenschaft der Natur,
wenn sich eine andere in bekannter Weise verandert ?

Beispiel: wie andert sich der Luftdruck mit der Temperatur ?

Druck — 0 WV =R:T«—— Temperatur

:

Volumen Gaskonstante
a) V = const. (Autoreifen): b) auch V veranderlich:
unabhéngige _ T +—____ zwei unabhangige
P T Vaiable l% = va/ Varizble
T konstant : : :
Funktion mehrerer (hier 2) Variablen

Funktion einer Variablen schreibweise: P = P(T,V)
algemeine Schreibweise: P = P(T) ach: V=V(p,T), T=T(p,V)
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» Physikalische Einheiten:

Physikalische Grofien haben immer aulder ihrem ,, Zahlenwert” auch eine Einhelt
oder Dimension (darauf legen v.a. Praktikumsbetreuer viel Wert 1)

P Physikalische Grolde = Zahlenwert xEinheit

Bsp.: /= 5,3Ccm Lange
M = 5,3 kg Masse
F= 53N Kraft (Gewicht)
t= 535S Zeit

mit Einheiten kann man ,,ganz normal“ rechnen, z.B.:

38m _  38m _ 38100 _ 380
19cm  19¥&m) 19 19
800 ,_ 8

—— —m*=0,0008m°
1000000 10000

=20

800mm? = 800X &; M)’ =

® Beim Umrechnen von Einheiten am besten immer so vorgehen ! -




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

Einheitensystem (gesetzlich vorgeschrieben):

Sl = Systéme | nter national

P 7 Basiseinheiten, auf die alle anderen zurtickgeftihrt werden kdnnen

Lange m Meter

Zelt S Sekunde
Masse kg Kilogramm
Temperatur K Kelvin
elektr. Stromstarke A Ampere

L euchtstarke cd Candela
Stoffmenge mol Mol

Problem: Darstellung sehr grof3er oder sehr kleiner Werte in Zahlen in den Sl-
Einheiten, z.B.:

——> Langen: (sub)atomar bis stellar
——> Zeiten: Elektronenbewegung  bis Alter des Universums




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

» Schreibwel se mit Zehnerpotenzen:

~

Bsp.: 0,000 000 001 U 109
325 000 000 000 000 U 3,2540

P viel Ubersichtlicher; in Naturwissenschaft Ublich

daher sagen Physiker meist ,,eine GrolRenordnung® fr einen Faktor 10 ...
oft in Vorsilbe der Dimension versteckt, z.B.: 5,78-10° Watt = 5,78 Gigawatt (GW)
Tabelle der wichtigsten ,,Vorsilben®:

Verkleinerungen V er gr 6f3er ungen
Faktor Vorsilbe Kurzzeichen Faktor Vorsilbe Kurzzeichen
10"  Dezi- d 10 Deka da
10°%  Zenti- C 10° Hekto- h
10°  Milli- m 10° Kilo- K
- 10°  Mikro- m - 10° Mega M
10°  Nano- n 10°  Giga G
10  Piko- D 10  Tera T
10"  Femto- f 10" Peta =
10®  Atto- a 10"  Exa E




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

anderes Problem: viele physikalische Grof3en haben nicht nur einen Betrag, sondern
auch eine Richtung, z.B. Kréfte, Geschwindigkeiten ...

Zu deren Beschreibung braucht man

e \/ektoren:

Bsp.: Gravitation a) nach unten b) seitlich

. >

F F’

P In beiden Fallen gleicher Betrag, aber nur bei a) bleibt das Essen auf
dem Tisch stehen.

Bsp.: Auto fahrt &) D)  ————

d b
v

P Offensichtlich ist die Richtung sehr wichtig fur die Beschreibung.




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

P Bel Vektoren kdnnen sich Betrag und / oder Richtung andern, d.h. sie kGnnen
Funktionen sein.

P Zuihrer Berechnung sind oft Trigonometrische Fkt. (sin, cos) notig!
 Fehlerbehaftete Grofen:

Grundproblem der (Experimental-) Physik - und damit auch des physikalischen
Praktikums - ist: alle Grof3en sind gemessen und daher nie ,,exakt”, sondern nur
mit einer endlichen Genauigkeit (Verlasslichkeit) bestimmbar !

D.h. wenn man die gleiche Messung 10mal wiederholt, erhdt man im Normalfall
10 (leicht) verschiedene Ergebnisse.

Daher kann man eigentlich immer nur ein Intervall angeben, in dem der ,, wahre*
Wert mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt!

Bsp.: Radarmessung ergibt Geschwindigkeiten zwischen 47 und 53 km/h
Intervall: [47 ... 53] km/h

tbliche Schretbweise:  Mittelwert(Messwert) + Fehler (eigtl. besser: Genauigkeit)
b (50 3) km/h




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 1: Vorbemerkungen

auch:
relativer Fehler = 2 CsOlEr el
Messwert

3kmh _ 6

im Beispiel: reativer Fehler = =
'm Beispiel 50km/h 100

= 0,06 =6%

Schreibwelse: 50 km/h + 6 %

P gilt so nur fur statistische (= unvermeidbare) Fehler; systematische F. (z.B.
Zeiger der Waage ohne aufgel egtes Gewicht nicht auf Null) kann man immer
beseitigen oder korrigieren (aul3er bei Unfahigkeit) !

P Im Praktikum stets daran denken:

Messwerte immer mit Einheiten und
Fehlern (Genauigketen) angeben!




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

2. Elementar e Grundlagen aus Geometrie und Algebra

* Winkel

Definition (physikalisch): Ein Winkel ist das Verhadtnis aus der Bogenlange
zwischen den beiden (Halb-) Geraden und dem Radius
des Kreises. b

¢ : Einheitt 1" =1rad

—7 ' m
; (eigentlich keine)

P haufig Winkel als griech. Buchstabe

P Bogenmal3 (Radian)

P d.h. bei Bogenlange = Radiusist b=1rad
P im Alltag gebréuchlicher: Grad (°)

ein ganzer Kreisbogen hat 360°




M athematisch-physikalischer Vorkurs

Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

welitere Unterteilung in Bogenminuten (Symbol

") und Bogensekunden (Symbol ")

1° =60" =3600"" (wie bei der Zeit)

Umrechnung:  ganzer Kreisbogen entspricht einem Umfang = 2p*
P b=2prad
b |2p rad =360 °
y
Bogenmal3 nach Gradmal?: . ,
] =xrad = xrad x—— 360 x3600°
2p Zprad & 2 g
Gradmal3 nach Bogenmal3: az y° =y ><2p rad 8@/ 2p or d
360° e 360 g
X




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Bezeichnungen bestimmter Winkel (-bereiche):

Bogenmal3 Gradmal3
Vollwinkel a=2p i =360° @—2'
Uberstumpfer Winkel | p<a <2p 180° <j < 360° . p—'
Gestreckter Winkel | a =p j =180° » 7\ 1
Stumpfer Winkel p/2 <a<p 90° <) <180° : N
Rechter Winkel a= p/2 ] =90° - N 1
Spitzer Winkel 0<a<P, | 0<j <90 Z_]
Drehsinn: positiv 1 negativ 1

2 e




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Zahlenbeispiele:
lrad = 57,2958° =57° 17 45~
1° =1,7453 102 rad = 17,453 mrad

Vorsicht: Weitere Definition (ungebrauchlich): Gon
P rechter Winkel als 100° definiert

P Verwechslungsgefahr auf Taschenrechner:

deg: degree = Grad
rad: radian = Radian (Bogenmall)
grad: =Gon?! Grad!




M athematisch-physikalischer Vorkurs

Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

» \WWinkelfunktionen

V erwendung: Bsp. Vermessung

Horizontale —

Lange |

- man misst die Lange zwischen zwei (Mess-) Punkten und den Winkel

z.B. zur Horizontalen (Wasserwaage)

P Wie bestimmt man daraus die Hohe ?

. _h
b hier z.B. Tangens tan| :l—




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen

aus Geometrie und Algebra

P Definition der Winkelfunktionen anhand des rechtwinkligen Drelecks im Krels

(daher trigonometrische Funktionen):

. Gk SF
SNnNa-= = —
Hy SM
Ak  MF
cCoOsa = = —
Hy SM

Hy: Hypotenuse (Strecke SM)

® die dem rechten Winkel gegentiberliegende
Strecke

Ak: Ankathete (Strecke MF)
® die Strecke, dieam Winkel a anliegt

Gk: Gegenkathete (Strecke SF)
® Strecke, die dem Winkel a gegentberliegt

tna=X-F @Nag
Ak MF e cosag
cota:Ak:I\E SE:C_OsaQ
S e Shag




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

auRerdem: 1 und: 1
Sseca = COSeC a = —

COS a jn a

P Im ,Einhetskreis’ ( Hypotenuse bzw. r = 1) ist daher der Sinus direkt die
,Lange" der Gegenkathete, der Cosinus die Lange der Ankathete.,

» \/orzeichenregeln

Il. Quadrant 90° <a < 180° |. Quadrant O0<a <90°
sin (+) 12 sin (+)
cos (-) in \sin cos (+)
tan, cot (-) tan, cot (+)

sin _

I11. Quadrant 180° <a < 270° COS SIN| V. Quadrant 270° < a < 360°
sin (-) coS sin (-)
cos (-) cos (+)

tan, cot (-)

tan, cot (+)




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

P nach 2p wiederholt sich das Ganze, d.n. Winkel <0 oder > 2p kdnnen
Immer durch Addition oder Subtraktion von Vielfachen von 2p auf das
Intervall 2p 3 a 2 0 zurlckgefthrt werden

P Cosinusist Sinus des Komplementwinkels (lat. complementi sinus)

b cosa=snb ;b=90°-a

. o)
b Cosa:smg@-a+
e2 g
anal og; sina:cosge—)-ag
e2 g

tana = cot 2 - x2
e’

17}




M athematisch-physikalischer Vorkurs

Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Sehr wichtige Beziehungen (folgen aus Pythagoras):

Sin 2a +cos 2a =1

cos(- a) = cos(+ a)
sn(- a) =- sn(+a)
tan(- a) =- tana

cot(- a) =- cota

~

U

sin a = ~/1- cos 2a

cos: ,gerade Funktion* U symm. zux =0

sin: ,,ungerade Funktion®

P Alle Winkel kdnnen auf den 1. Quadranten zurtickgefuhrt werden.




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Additionstheoreme: (die wichtigsten)

sn(a+b) =sina cosb +cosa sinb
sin(a-b) =sinacosb-cosa sinb
cos (atb) =cosa cosb-sinasinb

cos (a-b) =cosa cosb +sna sinb

sin2a = 2siha cosa
cos2a = cosa-sin®a
sna = (1-cos2x)
cos’a = (1+cos2x) ...USW.

P Damit kann man oft Rechnungen vereinfachen.




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

» Koordinatensysteme

b Problem: Zefpunkt 1

’I Zeitounid 2

Reobachter (steht]

Man will Position und/oder Bewegung von Punkten bzw. Korpern im Raum
mathematisch erfassen, moglichst so, dass die Rechnung besonders einfach wird.

P dazu Koordinatensysteme = Ursprung (-spunkt) +

,irgendwelche” Koordinaten (Zahlen), passend
zum Problem




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

K oordinatensysteme der Ebene (2-dimensional)

® KartesischesKS: - Im Ursprung schneiden sich zwei Geraden,
, die aufeinander senkrecht stehen

Crdinate

vt - Koordinaten eines Punktes sind die

5 senkrechten Absténde von deren ,, Achsen®:
vil [ Schreibweise:P (X, , )
3
O x X - Der Ursprung hat die Koordinaten O (0,0);
1 Abszisse  in Pfeilrichtung sind positive Werte angegeben.

andere M 6glichkeit:

® Polarkoordinaten: -P=(rj)

P - charakterisiert den Punkt ebenso eindeutig und

/ mit 2 Koordinaten
> >

Ursprung O
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aus Geometrie und Algebra

P Die verschiedenen Koordinaten kdnnen ineinander umgerechnet werden,
man spricht dann von

K oordinatentransformationen

yl P: (Xl’ yl) — (r’J )
P X, = rxcosj | 1= X Y]
Y1 o
(P /: > yl — r>G”J tanj — h
O X Xy
é? = arctanhg
X109




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Beispiele: suche Zusammenhang y = f(x) bzw. r=1(j )

a) geradlinige Bewegung, d.h. y=ax+b  (Geradengleichung)

/N

Steigung Ordinatenabschnitt

d.h. die Gleichung steht in der Form des Kartesischen Koordinatensystems
P Polarkoordinaten: y=ax+Db nach Def. ersetzen:

rssnfj =a-rcog +Db

rsnj -a-rcos =Db

b
sinj - axos|

F =

p flr geradlinige Bewegung sind Polarkoordinaten offensichtlich unpraktisch;
aullerdem haben hier a,b keine ,,anschauliche” Bedeutung)
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aus Geometrie und Algebra

b) Welche Gleichung beschreibt eine Kreisbahn mit dem Radius R?

- Polarkoordinaten: r=R =condt. , nur j andert sich

- Kartesisch; r = \/XZ + y2 - R

y=JRT-x?

al so: - Polarkoordinaten fir:
punktsymmetrische Probleme, Drehbewegungen
- kartesische K oordinaten fur:

Probleme ,,ohne Symmetrie*, geradlinige Bewegungen

In Wirklichkelt ist der Raum nattrlich 3-dimensional, also: 3 Koordinaten
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» Koordinatensysteme des Raumes

LA

~T- '

X - Koordinaten ® Abstand von P zur yz-Ebene
y - Koordinaten ® Abstand von P zur xz-Ebene
z - Koordinaten ® Abstand von P zur xy-Ebene

Kartesisches, , rechtshandiges System*

P X,y,z £ Daumen, Zeige-, Mittelfinger
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aus Geometrieund Algebra

fur viele Probleme gibt es besser passende K oordinatensysteme, Bsp. Erdoberflache:

Wie macht man daraus el ne Landkarte ?

P Mercator-Projektion
(auf Zylinder)

jede Position auf der
Erdoberflache kann durch
zwel Winkel eindeutig an-
gegeben werden

P Langen- und Breitengrade
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Kapitel 2: Elementare Grundlagen
aus Geometrie und Algebra

Zvylinderkoordinaten:

Zl

~ ¥

P=(r].2

r = const. P Zylinderoberflache

Kugelkoordinaten

Z“;:
o
7
5|
5 >
¢ i y
A ]
P=(rq,])

r = const. b Kugeloberflache

Transformationen:

nj,z® x,vy,z
X =T COS|
y=rsinj
z2=12

rnag,] ® x,y,z

X =Trsingcosj
y=rsinqsnj

Z=T1CoS(
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aus Geometrie und Algebra

Transformationen - Fortsetzung:

X,¥,Zz® r,j,2z X, ¥, Z2® 1,qQ, ]
r= /x2+y2 r:\/x2+y2+22
. V4
tan | = COS (| =
X \/x2+y2+22
=7
tanj :X
X

Weitere Beispiele fur Kugelkoordinaten:
« Analyse von Drehbewegungen eines Korpers

» math. Beschreibung der Elektronen-“ Schalen* von Atomen, Molekilen
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* Lineare Gleichungssysteme

generell: A Xyt apX, + ...+ a,X%X = b

amlxl t amzxz Tt aman = bm

hei 3t lineares Gleichungssystem.
Je nach Zahl der Unbekannten und Gleichungen hei 3t dieses System
, wenn m>n (mehr Gleichungen as Unbekannte)

unterbestimmt, wenn m<n (weniger Gleichungen als Unbekannte)
® dann keine eindeutige L6sung

, quadratisch®, wenn m=n ® endeutige Losung
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Beispiel fur das Auftreten linearer Gleichungssysteme:
elektrische Schaltungen: U=Rx| (Ohmsches Gesetz)

U, =5V

|+

| w S Spannungsabfalle in,,Masche* = Quellspannung
|3

L)
R, [F2w

— 3. |Ry=W (Ry+R3) 1, - Ryl = U,

R4{= 10w 3. (R;+Ry) 13- Rl, =0

Kirchhoffsche Maschenregel:

L (Ri*+Ry) 1y - Ryl = Uy

| ,upersetzt*: 1. 12x,-10x, = 5
U, =10V 20%,-10x; = 10
3. 15%;-10%x, = O
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L 6sung: Gleichungen so manipulieren, dass am Schlussin jeder Gleichung
nur 1 Unbekannte steht

(einsetzen, eliminieren, Gleichungen addieren / subtrahieren ...)

hier einfach:; Z.B. 15. Gl.2 + Gl.3:

30X, - 15, + 15X, - 10X, = 15

20X, = 15
15 3
X2 - — = —
_ _ 20 4

P Iin1l. und 3. Einsetzen:;
3 30

1. 12x,-10< =5 b 12x, =5+
4 4

3 3 b 30
15x,-10>%, = 0 15X =7 Ip x, = 50/,, =1,04167

X, = 0,75
X3 = 0,5
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P Fur umfangreichere Systeme sind die Berechnungen schwieriger, aber dazu gibt
es (z.T. computerisierte) L dsungsverfahren.

Bsp.: 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten
A Xptap X, = &

Q) X1t A X, = &

Definitionen:
Determinante: D=|% %2 |- a,, 8,, - 8, Ay,
a'21 a22

a 4
D, = a, a; = qay -a;, a,

a;
D, = - a,a, -a a
2 a21 az afl.l 2 al 21
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Satz (Cramersche Regdl):

CTRC !
& Ay

st D =

Losung xlz% ,XZZ%.

1 0 ,so hat das Gleichungs system die eindeutige

aulerdem: D=0, D,20oder D,2 0 P keneL6sung

D=D,=D,=0

P unterbestimmt,
"unendlich viele Losungen"
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» Quadratische Glelchungen

1. Allgemeine Form und L 6sung

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet:| ax2+bx +c=0|.

_ -bx+b*-4ac
-2 23

Hierbei tritt die Schwierigkeit auf, dass die quadratische Gleichung im Bereich der
reellen Zahlen nicht mehr |Gsbar ist, wenn der Radikand negativ wird, d.h. wenn
gilt 4ac > b2,

Dieses Problem fuhrt zur Einfihrung der komplexen Zahlen (P Kap. 5).

® Bsp. fur das Auftreten quadrat. Gleichungen: Sprung vom 10m-Turm

Sie hat zwei LGsungen:

Vo
X,=0 T ® die Person springt nach oben weg mit
zB.vy=-5m/s
X

® Frage: Wie lange dauert der ,, Flug* ?
¥ Erdanziehung “ : :
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® Losung: phys. X(t)= Xo + Vo xt+ 9/, x¢2 (g9»10M/)
{ gesucht ist der Zeitpunkt t, zu dem x(t) = 10m }

m 105
10m=0m- 5— xt + — x2
S 2
50 x2 - 5%t - 10m = 0
s? S
2 s
+5mi,\/25'"“2 -?ﬁmzx(-mm)g
Formel: t, = S S S @
m
25
SZ

+5+ /225 S
10
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+5+15
= S
10

P mathematisch gibt es 2 L 6sungen, aber physikalisch ist nur eine sinnvall,
namlich jene mit der positiven Zeitangabe

t=2Ss

2. Diskriminante

Den in der allgemeinen Ldsung auftretenden Radikanden nennt man auch die
Diskriminante. Ihre Grof3e entscheldet Uber die Art der LAsung:

D=Db2-4ac

D>0 P 2reelelL6sungen
D=0 P 1lredlelLo6sung (Doppelwurzel oder auch entartete Losung)
D<0 P kenereellen Losungen

Die verschiedenen Falle wollen wir anhand von Beispielen betrachten.
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aus Geometrie und Algebra

3. Beispiele
3.1 D>0
X2+6x+5=0

D =Db?-4ac = b?-4x%x1x5 = 36-20 = 16>0

P 2 reelle Losungen:
-6+
X, = 616 =-3+2
’ 2
Xy =-5
XZ :'1
32 D=0

2Xx2+8x+8=0
D =8-4x2x8 =64-64 =0

8
b 1,Doppelwurzel“: X= — = -2
2 X2
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aus Geometrie und Algebra

3.3 D<O0
5Xx2-x+7=0
D=1-4x6%x7 =-139 <0

P kelneredle L dsung

» Herleitung der Losungsformel

ax2+bx+c=0

ﬂ+EX+E:O
a a
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b b2  b? . .
X2+2— X+ = - — (quadratische Erganzung)
2a 4az 4a? a
.2
& bo _ b2 c
CX+—+ = —- —
e Zag 422 a
b b2 c
X2 = + N

2a 422 a

- bx+/b2- 4ac
2a

X2 =
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3. Vektoren

3.1 Begriffe und Definitionen

a) Energiemenge. z.B. Stromrechnung beléauft sich auf 5000 kWh
(auf Joule umrechenbar)

® durch Angabe eines Zahlenwertes (nattrlich mit der
korrekten physikalischen Einheit) vollstandig charakterisiert

® skaare Grolde
b) Geschwindigkeit: z.B. Auto-Tachometer zeigt 130 km/h an
® auch hier: Zahlenwert + Einhelt

® ABER: zusétzlich ist hier die Richtung sehr wichtig, man
denke z.B. an Geisterfahrer etc. !

® en Vektor ist immer durch die Mallangabe + Richtung
charakterisiert ! B

Das Mal3 eines Vektors (Zahlenwert + Einheit) hell3t Betrag eines Vektors.

P Problemfdlle: z.B. Masse (Skalar) & Gewicht (Kraft, VVektor!)
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» Darstellungen und Schreibweisen von V ektoren

- geometrische Darstellung:

Lange: Betrag des Vektors
Pfeilrichtung: Richtung des Vektors

- algebrai sche Schreibwei sen:
meist: a, auch a

® in Blchern oft auch nur durch Fettdruck gekennzeichnet

Betrag: || @| = a = BetragdesVektorsa
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e Gleichheit:

Zwel Vektoren sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung tbereinstimmen.

d.h. geometrisch ist eine Parallel verschiebung moéglich und es erfolgt keine

Anderung:
/ // ® allePfeile sind der gleiche Vektor !

® damit ist auch eine Verschiebung zum Koordinatenursprung maoglich, dies
ermdglicht dieP Komponentenschrelbweise:

&, 0
. _G6 =
a=(a,a,a)= G+

&2 g
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» Einheitsvektor, Nullvektor, negativer Vektor

- Einheitsvektor:

- Nullvektor:

Vektor mit dem Betrag 1, vorgegebener Richtung, haufig in
Richtung der Achsen eines K oordinatensystems

Schreibweisen z.B.: 6,6  €.,6,6 ;
X,9.2 5 1,0,k
: A ) ) .
auch: ® in,Normalen“-Richtung einer

Flache (® Flachennormale)

e ; n

n ]

ol o ® Schrelbweisen: €

n ]

Vektor mit Betrag Null, Richtung unbestimmt;
® Schreibweise: O
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- negativer Vektor: Vektor mit gleichem Betrag, aber entgegengesetzter Richtung

I

|

[

!
Komponenten: |l

’

i

i -

i

|
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3.2 VVektoralgebra

V ektoraddition:

a+b==¢C

geometrische Bedeutung:

y‘ > ® kommutativ : |a+b = b+a = ¢

Q!

in Komponenten: |¢=a+b=(a, +b,,a, +b,,a,+b,)

® komponentenweise addieren!
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oder mit
Parallelogramm:

(nur fur 2 Vektoren moglich!)

P ba Addition mehrerer Vektoren:

ol

\/ (é+6+6+a)
a

P auch das Assoziativgesetz gilt, d.h. die
Additionsreihenfolge ist beliebig !
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e VVektorsubtraktion

® erfolgt, indem man einfach einen negativen Vektor addiert

® geometrisch:

® Belspiel: Ein Ruderer versucht einen Fluss auf kirzestem Wege zu Ubergueren,
d.h. er fahrt immer senkrecht zur Flief3richtung:

P Das Boot wird , abgetrieben”.
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P Um zu verhindern, dass das Boot ,, abtreibt” muss der Ruderer um den Winkel a in
die andere Richtung starten.

Ziel

<
<

Il
<l
oy} .
+
<l
-

|
|

|

.Ill'

i

! }' ,[t

® zwar geringere Effektiv-Geschwindigkeit, aber daflr wird das Zi€l
erreicht

® lasst sich nattrlich auch algebraisch |6sen !
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 Multiplikation mit VVektoren

Es sind 3 verschiedene Arten der Multiplikation mit Vektoren definiert:

1. Multiplikation eines Vektors mit eitnem Skalar:

Bsp.: der Ruderer aus vorhergenendem Bsp. verdoppelt seine Geschwindigkeit

® V, =2V,

P die Richtung bleibt erhalten, aber der Betrag wird verandert
P d.h. das der Multiplikation ist wieder ein \VVektor !
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2. Skalarprodukt zweler Vektoren:
P Ergebnis. skalare Grole

Bsp.. ein Auto rollt eine schiefe Ebene unter Schwerkrafteinwirkung hinunter:

£ |/ cesucht weiche Energie (, Arbat) wird dabe
G|; verrichtet ?

physikalisch: Arbeit = Kraftkomponente in Wegrichtung . Wegstrecke

W = FXxcosa xs

invektorieller Schreibweise:| W = %3 xcosa = F8
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3. Vektorprodukt zweier Vektoren:
p : Vektor

(Beispiel dazu spéter)

» Definitionen und Rechenregeln bei

V ektormultiplikation

1. Multiplikation mit Skalar:

mit X :reelleZahl , a: Vektor qilt
b=x>a istVektor mit gleicher Richtung wie &, aber x-facher Lange
(bei x<O0 natUrlich entgegengesetzte Richtung)

2a >

_a

0,5a -0,5a

— |

aullerdem: | Assoziativgesetz

auch :

(x>y)>a = x>(y>a)

Distributivgesetz  (x+y)>xa =x>xa + y»a

X (A+b) =xxa+x%

—

-a etc.

—
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P in Komponentenschreibwel se:

x> = xqa,a,,8) = (xa,xa,,xa)

Begriff: Vektoren, die sich nur um einen skalaren Faktor unterscheiden, heil3en
kollinear.

2. Das Skalarprodukt (Inneres Produkt: Punktprodukt)
Definition: | 2 = [g] [f cos(a, b)

e
= a b cosa @)

>
—>
a

inKomponenten: | &b = (a,,a,,a)Xb,.,b,,b;) =ab,+a,b,+a;b,
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Folgerungen aus der Definition:

1. Stehen zwel Vektoren aufeinander senkrecht, so wird das Skalarprodukt Null
(und umgekehrt).

2. Es gelten:
- Kommutativgesetz:  axb = b>@

- Assoziativgesetz, xaxb = axxb = x(ax)
- Distributivgesetz. ~ (a+b) ¢ = axc +bx8
— = —|2
3. ada=|a

4. ‘éxﬁ‘ £ |3 %‘ (wegen Faktor cosa in Definition)
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Geometrische Bedeutung des Skal arprodukts:

bxcosa ist die" Projektion” des Vektors bauf die Richtung von a
(und umgekehrt).

Damit kann also z.B. die Komponente einer
Kraft in eine bestimmte Richtung bestimmt
werden. (siehe Ruderer-Bsp. am Anfang)

.
\b\cosor,

Die,, Projektion kann nattrlich auch einen negativen Wert (bei a > 90°)
annehmen.
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® Math. Anwendungsbeispiel: Herleitung des K osinussatzes

) + (56)+ 24ad)

I
P
Q!

d’ + B +21d| |p| cos (180° - g)

Kosinussaz b ¢ = a + b® - 2ab cosg
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3. Das vektorielle Produkt (&ufderes Produkt: Kreuzprodukt)

Definition: =

—

a, b, ¢ an Rechtssystem bilden.

) ¢ a

® —

CMD

a
In Komponentenschreibwel se:

8@19 ~ ?‘2 b3 -85 bzg
GCr+ = c=a b= ga3b1-a1b3?
8035 831 bz'azbla

¢ =a b ist ein Vektor ¢, der senkrecht auf a und b steht, so dass

Fir den Betrag [¢| gilt: [ = ‘é’ B‘ = [a ‘B‘sinD(é, 5) = absna.

® c, =a,b,-a,Db,
® C2:a3b1-a1b3
® C3:a1b2'a2b1
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Folgerungen aus der Definition:

1. Sind zwel Vektoren parallel oder antiparallel, so ergibt das V ektorprodukt
den Nullvektor (und umgekehrt).

’~

a--bUa-"b 0O ab=o0
2. darausfolgtauch: 3" a =0
3. Kommutativgesetz gilt nicht: (é’ B) = -(B’ é)

4. Es gelten Assoziativ- und Distributivgesetz:

Assoziativgesetz : y(é' q) —ya'b=ay
Distributivgesetz:  (a+b) ¢ = @ ¢)+[p" ¢
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Geometrische Bedeutung des V ektorprodukts:

Der Betrag des Vektorprodukts ist die Flache des von den V ektoren
aufgespannten Parallel ogramms;

b
Bl sin o |C| :|5HB sina
o
a
Physikalisches Beispiel: Drehmoment - N = 7 © F
g / "
1@ Hebelarm  Kraft

Drehpunktl D
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P von oben betrachtet:

‘I\7I‘ = || ‘If‘sina

Betrag der senkrecht zum Hebelarm
wirkenden Kraft (-komponente)
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Mathematisches Anwendungsbeispiel: Herleitung des Sinussatzes

Fir dieses Dreieck gilt: a+b+¢ =0
DieseGleichung wird nun (vektoriell) multipliziert mit a” (vonlinks);

— —

dasergibt: a"a+a b+a ¢=ao0 =0
S
O
b ab+ac=0
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P ab=-3a¢==¢ta

P ab sin(180°-g) = ca sin(180°-b)

J/

/

h'd

= 9ng = d9nb
L
snb sing
analog durchb” ... folgt : a _ ¢
gn a ang
zusammen © - Rl S S o S
9n a anb
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4. Funktionen

In der Physik (und nattirlich auch in anderen Naturwissenschaften) sucht man nach
Zusammenhangen zwischen verschiedenen variablen Grol3en, also z.B. die Dehnung
einer Feder in Abhangigkeit von dem angehangten Gewicht, d.h. der auf sie

ausgetlibten Kraft:
= —n
—
— »
e >
— M —_—
—

anl
[
H
Z
o

T

QQAQQAAQAY

3N

® gesuchtisten
mathematischer
Zusammenhang,

derdlex und F
eindeutig ver -

KnUpft

Funktion!
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» Darstellung von Funktionen

- Tabdlle: (bekommt man normal erweise aus Experiment!)

Bsp.: Kolbenim Zylinder

| P,V

V variiert, T const., wieverhdlt sichp ?

p/bar\ 5 4 3 2 1 05 01 10% 10°
V/m* |10 125 166 25 50 100 500 5x0° 5x0°

Vortell: Kann ohne Rechnung verwendet werden, aber

Nachteil: Problem der ,, Zwischenwerte"
® entweder Interpolation oder sehr grof3e Tabellen, dicke Blcher
(z.B. Steuertabellen)
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In der Praxis wird haufig die analytische Funktion anhand der Messwerte gesucht,
also ,, angepasst” ; zu gut deutsch: eswird ein , Fit* durchgefihrt.

- graphische Dar stellung einer Funktion:

Ordinate
6_\

P

bar | |
1

Graph / Bildkurve / Diagramm der Funktion

\\. /

1

0 —r———+————+ ADbSzisse
0 20 40 60 80 100
V/ms3

® Dieselineare Darstellung muss nicht immer die Ideale sein.
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L ogarithmische Skala:

log (p/bar)

1' ‘\

\ / Gerade mit Steigung -1 !

0,1':-1 °

0,0l' )

1E-3 +rmr——rrrer——rre—————+rm— 109 (V/mM3)

Vorsicht bel Achsen, Einheiten! ® logarithmisch geteiltes Papier




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 4. Funktionen

Wenn man den Zusammenhang bereits kennt, kann man schliefdlich die Funktion
analytisch darstellen.

® inder Physik ist dies das Ergebnis einer Theorie!

- Analytische Dar stellung einer Funktion:

Die Grof3en werden einander durch eine Gleichung mit einer bestimmten
Rechenoperation zugeordnet.

zB.: f(X)=y = a+x Addition
y = X2 Quadrat
y = e* = exp(x) Exponential-Funktion
y = logx = log (x) L ogarithmus
y = 9nx Sinus
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® , komplizierte” Operationen: sin X .\
= X

X

y = |x2-4

® algemeine Schreibweisen: y =y(xX); p =pV); Vv = v();
math.: x® f(x) , xX® y(x)
3
symbolisiert eindeutige Zuordnung, z.B. bel reellen Funktionen:

jedemx1 R wirdgenauein y1 R zugeordnet !

® Definitionsbereich einer Funktion : allex, flr dieesein y(x) gibt

® Wertebereich einer Funktion . Intervall, in dem alle moglichen y(x) liegen




M athematisch-physikalischer Vorkurs

Kapitel 4. Funktionen

® analog bel mehreren Variablen:

» Einzelne wichtige Funktionen:

f=1 (X, Xz X3)
V=V(XY,2

p=p(V,T)
USW.

odr V =V (p,T)

1. Lineare Funktionen (, Gerade"):

® algemeineForm: y=ax+Db

- Spezialfall: y=ax

Vi

=Y

® vy ist proportional zu x
® aist ein Proportionalitatsfaktor

MN _ BC _

L =
ON AB

X

tan a

a

a Steigung der Geraden ® konstant




M athematisch-physikalischer Vorkurs

Kapitel 4. Funktionen

- Allgemeiner Fall:

V‘

p ,Lineare Regression”:

Anpassung einer Geraden an

Messwerte, so dass moglichst
minimale Abweichungen von
allen Messpunkten auftreten

y-b
X

tana =

= a

® &andert nichts an Steigung !

* , Regressionsgerade’,
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Sollte die Messpunkteverteilung jedoch beispiel swelse so aussehen...

... wird die Glaubwdurdigkeit der Anpassung deutlich sinken.

(die Aussagekraft einer solchen Anpassung ist mef3bar, und wird
ausgedrtickt durch den sog. Korrelationskoeffizientenr)
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P Belspiele fir lineare Zusammenhange:

« Zurlckgelegter Weg bel konstanter Geschwindigkeit:

V =v, =const.; X() = v, X+X,

X
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 Winkel j bel gleichformiger Kreisbewegung mit konstanter
Drehfrequenz (W = w = const.); z.B. Karussell

% j © Winkd imBogenmal? ; j =w>t
® t=0 : j =0
® t:;p . j =p (=180°)
T 0 '
® t:@: ] =2p (20°)
w
® Periodizitét
3
LR 4 . e
2 @ t="": | =4p (22p=0)
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\

An T
an + T
oy | Paicde | e
']'[ ——
, , e
g 1 2n 3x dn
i} 03 03 i}

® periodische Funktion, Periode T

wichtig: Ort x(t) wére hier alles andere aslinear (sondern ein Sinus ...);
daher wahlen die Physiker fur die Beschreibung von Drehbewegungen
meist den Winkel als Variable!
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e Zuwachs:

Zuwachs der unabhangigen Variablen: Dx =X, - X;

Zuwachs der Funktion bzw. abhéngigen Variablen:

Dy = yo-y1 = Y(X) - Y(Xp)

® graphisch fur Gerade:

v 4 - Zuwachs kann positiv oder
negativ sein !

- Differenze nquotient :

% (= a = congt.)

- bel Geraden ist der Differenzen-
> guotient konstant und entspricht
der Steigung !
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2. Die Parabel (Quadratische Funktion):

y = a>x? (allgemein: y = a+bx +cx?)

z.B. freier Fall ® zurtickgelegter Hohenunterschied als Funktion der Zeit:
0 1 2 3 4 5

mozggﬁ t>0) O

;-

jedes physik. Gesetz hat
einen (meist endlichen) 4
Gultigkeitsbereich !

® Differenzenquotient nicht mehr )
konstant 8

® Fkt. unabhéngig vom Vorzeichen
der unabhéngigen Variablen h(t)’ Im

® ,gerade’ Funktion: f(-x) =f(x)
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Die Parabel kann immer auch (mit quadrat. Erganzung) als (y - yg) = Ae (X - Xp)?
geschrieben werden.

Berechnung der Achsenverschiebungen X, Yy, (durch Koeffizientenvergleich):
Y-Yo = AX(X-X)?
= AxxZ- 2A XXy XX + A XX,

y = AxxZ - 2A X, %X+ (A Xx2 +Y)

| — | S — -

(ax? + bx + cC )

b b?

b A =a(l X = -—X iy =c-—
(1) 0= "o Yo P

Parabeln werden in der Physik haufig als Naherung verwendet um
Kraftwirkungen zwischen Teilchen zu beschreiben, z.B. Mol ekilschwingungen.
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3. Die Hyperbel

alg.. |y = ® yxx = m = consl.

Bsp.: pxV = const. (bei const. T)
b oder: ,Brechkraft” D(r) einer Linse mit Kugeloberflache:

1 Dioptrie:  D(r) = 1m™
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® Brennweitef ist proportional zu r (vereinfacht)

Yy,
4.
Hyperbel f(x) =
2.
0 —
0 2 4

3

X
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4. Potenzfunktionen

y = ax, y = ax?, y = ax

1

® diessind eigentlich alles nur Spezidfadllevon |y = a-x”\
n-te Potenz;

® a, n sind beliebige Konstanten, wobei n1 R zul&ssig ist

® x'”:in
X

1
® spezidl : | y = x" = ¥/x
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5. Exponentialfunktionen

dlgemein: |y = a* a: Basis (a>0) (konstant)

X . Exponent (variabel)

Definition: (xT N ® Produkt, z.B. a* = a-a-a-a)

® x<0; andog Potenzfunktion y = a” = — = 8@9
eag
® xgebrochen: x =Y | pqi Z
g
p
® y=al = YaP
® wichtige" Grenzwerte": a =1, a* = i}é =0
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f,(X) = 10"
fa(x) = 3

fa(x) = 2%
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Rechenregeln (a>0;a! 0,1):

axae = gutre (axl)xz = g
0
a =1
at _ xx
e a =a
19"
- = 2,718281..

eX = exp(x) (,eigentliche* Exponentialfkt.)

® beschreibt viele Vorgange in der Natur, z.B. unbegrenztes Wachstum einer
Population
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[ Umkehrfunktionen ]

Problem: man sucht eine bestimmte physikalische Grol3e, kennt aber nur eine
Funktion dieser Grole, z.B.:

bekannt: Hohe h und Breite b
n gesucht: Winkel | der
o Dachneigung
. h
o tanj = _
- b

® man bendtigt nun die Umkehrfunktion .. h

(hier arctan), um|j zu bestimmen: arctan(tanj ) = J = arctan b

allgemein: wenn y =f(x) eine Funktion ist, l&sst sich die gleiche Funktion
auch mit y als unabhangige Variable auffassen, d.h.

y=f(x) ® X = F(y) | «— Inverse Funktion / Umkehrfkt.
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graphisch: man vertauscht die x- und y-Achse miteinander und spiegelt den
Graphen der Funktion f an der x-y-Winkelhal bierenden

f(x) =x2 Winkelhalbierende f(x) = x

1

F(x) = Vx = x?

® hier sieht man, dass sich der Definitionsbereich fir Umkehrfunktionen
andern kann (nur positive Werte fir Wurzel bzw. F(x) erlaubt)

® eindeutige Zuordnung muss bleiben !
(Bezeichnung x oder y willkdrlich !)
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6. Logarithmus

y = 2log X ® ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

® nur fur x >0 definiert !

Speziafdle vy = %logx = Igx Dekadischer Logarithmus

y = flogx = Inx nattirlicher Logarithmus
Yy o oanx
2§ v=10 P
I L7
3 / y — eX ) ’
,negative* Seite: ! 7
exp. , Zerfall*, 29 .7
(Abklingen) , y=Inx
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t
L t
_ t V ariable muss dimensionslos sein ! X® —
y(t) = e t
Beispiele:
Y - radioaktiver Zerfal
15- . .
ahirate = Zertdle ¢
13 e Zateinhet g
1,01

08 - Entladung eines Kondensators

0,51
0,37-
0,3

0,0

U(t) = U, e’~e



M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 4. Funktionen

Beispiel fur Anwendung des L ogarithmus als inverse Funktion:

® Lichtabsorption in einer Probe:

>
d

_— | e - Materialkonstante
Transmisson T = —=exp(- excxd)  ¢- Konzentration

Io d - Dichte

INT = -e>c>d

] InT

C=- —
exd
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Rechenregeln (unabhangig von Basis a):

“log (x,%,) = *logx, + “logx,

X
“log—* = ?logx, - ?logx,

X

2

aIog(x1X2): X, *logx, “logl =0 “loga=1

Umrechnung zwischen verschiedener Basis:

y =°%logx p a’
In(ay)

b y="?%logx = 1 In X
Ina

X / (davon natdrlichen Logarithmus)

yXdna = Inx
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insbesonderealso:  Igx = ﬁ Inx @0,43434n X

1
; | = —~
analog nx Ig(e)

lgx @2,3026Xg X
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7. Trigonometrische Funktionen und deren | nver se Funktionen

Definition im Einheitskreis (r =1):

V4 -
y =snx = QP
y = cosx = OQ (X=))

F
y = tanx = QP _ snx
g Winkel ¢ in Bogenmal OQ  cosx
- >
ClE g Gl ¥
y = cotx = OQ _ cosx

QP snx
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sin X COS X

Periode |

Wertebereich : -1 £ sinx, cosx £ +1
® COSX = S|n§<+ sm?f( 3p0
e e 2%

Kosinus =, phasenverschobener Sinus (um 90° bzw. P/ 5)
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Beispiel aus der Physik: harmonische Schwingung (Federpendel)

Ersetze x=w-t (w = const.
® Frequenz der Schwingung)

t=0 ® x=0
d.h. Ausdehnung y als Funktion der Zeit
yi(t) =A -sinwt;

yo(t)=A -sn(2wt) ® Schwingung mit
doppelter Frequenz

- X "Phase
2p (t) Zeit

p 2p
W wW
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2P _ 2P _ T  (Schwingungsdauer)

W 2pf
Bei wahrer Schwingung ist Zeitnullpunkt (Phase) willktrlich

® y)=A -sn(wt+]) ] : Phasenwinkel (Auslenkung) zum
Zeitnullpunkt

, gedampfte” Schwingung ® abnehmendes A wegen z.B. Reibungsverlusten:
-t

_t -t
A= Axet P y=Ax! x0s?t

* “’Einhillende” exp(-t /1)

/

(tund T sind
L unabhangige
Konstanten)
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- Additionstheoreme gelten nattirlich auch fur Funktionen !
aBerdem:  [im o = 1
X

X® 0

Graphen von Tangens und K otangens:

Tangens.
&_ Steigung = + 1 beim Nulldurchgang
21 tan x . p
Polstellen bel > + kKX
21 0 X
® Bda Definitions- und
-2 Wertebereich der Umkehr-
funktion zu beachten !
-4 -
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K otangens: Y,
4 1
2 -
Ccot X |
2P
O —— X
4 - p-2 0 P4 6
-4'-
Umkehrfunktionen:
Funktion Umkehrfunktion Name
y =sin X y =arcsinx Arkussinus
Yy = COS X y = arc cos X Arkuskosinus
y =tan x y = arc tan x Arkustangens
y = cot X y = arc cot x Arkuskotangens
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Problem: Wertebereiche der trigonometrischen Funktion

)
Definitionshereiche der Umkehrfunktion

Funktion Definitionsbereich (x) Wertebereich (y)
y = arcsinx -1£x £ +1 Peye+P
2 2
y = arccos X -1EX £ +1 OE£EYyEDp
y = arctanx  -¥ £ X £ +¥ -g£y£+g
y = arccot X -¥ £ X £ +¥ OL£YyEDp
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Kapitel 4. Funktionen

Graphen:

p L y=arcsinx

P33

N1o

y = arc cos X

P
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Beziehungen zwischen den inversen trigonometrischen Funktionen:;

acsnx = E-arccosx =
2
arc cosx = %-arcsinx =

arc tan

arc cot

1-x2

1-x2
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P . X
arctanx = —-arccotx = arcsin
2 A1+ X2
arccot x = E-arctanx = arccos X
2 V1+ X2

8. Hyperbolische Funktionen

. 1 ex_e-x
—gnhx = =4e*- e”* = tanhx =
y X 2><(e e ) y & 1o
1 1
= coshx = =Xe+e” = cothx =
Y 2 ) y tanh x

® Additionstheoreme dhnlich den ,,normalen” trigonometrischen Funktionen !

1 iX - iX
- interessante Parallele mit komplexen Zahlen;  Z.B.: cosx = §>(e tE )
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Beaispiele zur Anwendung der Additionstheoreme:

1. Uberlagerung zweier Schwingungen verschiedener Frequenz:

Z-B-

e \ﬁ

= X, SINWt + X, SINW,t ;W » W,

X
I

W - W,

. . W, W
= X, (sinwt + sinw,t) = 2x,sin——2t xcos
2

X = 2X,Snwt xcosDwt ® Schwebung

w=(wew) DW= (- w) b Dw < w
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5. Komplexe Zahlen

AnknUpfungspunkt: Quadratische Gleichungen; ein Problem tritt auf, fallsdie
Diskriminante D <0 ist

Was macht man zB. mit -5 ?
® Loésung : man definiert i =+/-1 alskomplexe" Einheit" (analog zu
physikal. Einheiten), damit wird aus v-5 = +/-1%/5 = i x/5
oder anders herum :i*=-1 |

Dieses | =1 - R nennt man imaginare Zahl:
Rist (nattrlich) eine reelle Zahl

Eine komplexe Zahl hat im Allgemeinen einen - und einen Imaginarteil, d.h.

Z=a+b Z: komplexe Zahl (Z1 C; a bl R)
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V eranschaulichung;: Komplexe Zahlenebene (Gauss sche ...)
I &
| (4+3%) 4&— Komplexe Zahl
S1T o
é .
4 R

P dhnlich zu 2-Komponenten-V ektor !

allereellen Zahlen , passen” auf eine Koordinatenachse, die (rein)
Imagindren ebenfalls;

Komplexe Zahlen kommen in der Physik aus 2 Griinden vor:

1. oft Rechenerleichterung bel Schwingungen, Wellen, Feldern ... durch
Euler* sche Formel (ei * = cosX+ix8n x)

2. es gibt Phdnomene, u.a. in der Quantenmechanik u.a., die man komplex
beschreiben muss, da kriegen Teilchen tatsachlich ,,imaginére” Eigenschaften !
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Definition, Eigenschaften und Rechenregeln komplexer Zahlen

in Polarkoordinaten:

Z=a+l1Db =r-cosj + I-r-snj

/ |

|maginarteil Der Betrag der komplexen Zahl ist dabei
Im(2) gegeben durch:

= Ja&+h? = |Z

Weitere Beziehungen:

Cos] = a snj = b tan] :E m(z)
V" e Y T e b 7 Z)

Rechenregeln: man behandelt | als ganz normalen Platzhalter, beachtet, dass
12 =-1igt, fuhrt alle Rechenoperationen durch und trennt dann
wieder in Real- und Imaginarteil.
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Addition und Subtraktion: Zytz, = (g +1by) £ (ay +1Dby)

= (g tay) +1xbytby)

Multiplikation: z, 3z, = (a, + ib)>(a, + ib,)
=aa, +i(ba,+b,a) +i’bb,
= (a,a,- b, b,) +i(ba,+ba)

i2=-1

Speziafall : a —=a, ; b =-Db,

® z,%, = (a+ib)(a-ib) = a2-i’b? = @’ + b’

Z,, heit dann konjugiert komplexe Zahl zu z,, tbliche Schreibweise: z;"

zxz = a*+b® =|z2°
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Division: 2, _ a+ib, _ (a+ib)>(a,-ib,) _
Z, az+ib2 (az+i b2)><az' ibz)

a,a, +bb, +ilba-ahb, |
Trennen in Real -

2 2
a2 + b2 und Imaginérteil

generell: z, und z, sind gleich, wenn a; =a, und by =Db,!

komplexe Zahl ist Null, wenn a=b=0!
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Multiplikation in Polardarstellung

z =122, =r/(cosj,+i9nj,) xr,(cosj,+ 1snj,) Additionstheoreme

/

= 1,1, [(cosj ,cosj , - sinj ,sinj ,) + i(sinj,cosj , + sinj ,cosj ,)]=

nt, [cos(,+j,) +isng,+j,)]

P Additionvon | , +] , im Ergebniswiebe
Multiplikation der Exponentiafunktion: (d ez =at 2)

Tats&chlich gilt die
Eulersche Formel:  |e'* = cosx +i>sin x e'X = cosx- ixsEinx

® z=rx"! =rxcosj +isnj)
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damit wird die Multiplikation einfach:

Z:L)qz — rleijl )q~2 eijz — rl rzei(jl+j2)

und ebenso die Division:;

Z reijl I . I Lo
1 1 e = Lyl xg !l :_1>e|(1112)
Z, I, € I, I,

b e' hatden Betraglundkannredl, imagindr und komplex werden

aus Summe und Differenz der Eulerschen Formel:

COSX = %(eix +e—ix) SN X = %(eix - e‘ix)
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Anwendungsheispiele:

» gedampfte Schwingung:

t

® reelleDarstellung: X (I) = X ' >@nwt

iéa%v+tl_gt Wt !
® komplex: X({) =x,2° "7 = x,e" x!
L & : .
Redltail : Re(X) = X, ! >xcoswt beides beschrelbte_lne
t ) gedampfte harmonische
Imagindrteil 1 Im(x) = x,>e L>einwt | Sehwingung

» Wechselstromkreis
* elektromagnetische Wellen
* etC.
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0. Differ entialr echnung

Grundproblem: Man kennt den funktionalen Zusammenhang zwischen 2 oder
mehr Grol3en, also z.B. y = f(x) oder y = g(x,y,z,t), und will diese Funktionen
,diskutieren”, d.h. , mathematische" Fragen beantworten wie z.B.:

* An welchen Stellen einer Funktion liegen deren Extremwerte (Minima, Maxima) ?
e WO ist der Zuwachs (die Steigung) am grolten/kleinsten ?
» WO hat die Steigung einen bestimmten Wert ?

Oder (,, physikalisch*): man hat einen funktionalen Zusammenhang muhevoll aus
Theorie oder Messung ermittelt, und will weitere Informationen daraus ableiten (!):
z.B. Turmspringer (Kap. 2): Ort als Fkt. der Zeit bestimmt (h(t), Wurfparabel);

Geschwindigkeit v(t) U Verdnderung des Ortes pro Zeiteinheit
U Ableitung von h(t) nach der Zeit !

Beschleunigung a(t) U Verénderung der Geschwindigkeit pro Zeit
U Ableitung von v(t) nach der Zeit (= 2. Ableitung von h(t) nach der Zeit) !
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Das Folgende gilt alles eigentlich nur fir stetige reelle (komplexe) Funktionen.
In der Natur gibt es aber oft ,, sprunghafte” Veranderungen, z.B..

a) Phasentibergange (Schmelzen, Verdampfen) b) Wachstum von Populationen: diskrete Werte,
da nur natUrliche (ganze) Zahlen moglich

Warme
4 QM —
S
N Stufen
< : .
~ Verdampfungs- Nahe.ru ngs
warme funktion
Sc_:_hmelz-
SR TIK Zeit t
> >

in solchen Fallen kann man:

(a) stlickweise differenzieren
(b) die Stufen-Kurve durch eine stetige Funktion annghern und dann mit der
Naherung rechnen
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Differenzenquotient: mittlere Anderung Dy einer Funktion in einem Intervall Dx

Y Y
t P
Vs %
AY
Vi b
AX
X, X X
Y.-Y. _ Dy Yo-Y1 1 Yi-Vu b von Intervallbreite
X,-X, DX X,-X;  Xg-X abhangig !
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Weitere gangige Schreibweisen dy df(x)
fUr den Differenzial quotienten dx y'=1'(x) = —f( ) = v
(P die,Ableitung”):

W _

speziell fur Ableitung nach der Zeit schreibt man oft: -

Anschauliche (graphische) Bedeutuna:

Yy
A

b die Ableitung einer Funktion
y(x) an der Stelle x, entspricht der
Steigung der Tangenten an die
Kurve im Punkt x;.

i

DXQ




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 6 : Differentialrechnung

Wichtige Ableitungen el ementarer Funktionen:

y = konst. y' =0 Beispiele zur Ableitung vony =x" :
y = 9nx y' = CcosX y = X y' =1
Yy = COSX y' = -9nx
1
= tanx ' = = X° ‘=2
y y cOSX y=xX y X
y=¢€ y'=¢ 1 5
1 y:x5:_5 y':-5x6:-6
y = Inx y'= = X X
X
y = X" y' = nxx"" . L .
y:)(z:\/; y':_><x2:—
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Differenziationsregeln:

Linearitar: [0 = 2909 () = 2g'®)
Summenregel:  [f() = g0) + h(x) (9 = g'() +h'()
Produktregel:  [f() = g6 he) () = g'})°h(¥) + gx) *h'()
Quotientenregel:  [f(x) = % frog = 9 ’h(?)h('x)?z(x)’h'(x)
T 00 = g =l 00 =
Kettenregel:  |f(X) = g(h(x)) f'(x) =g’ (h(x))h"(x)

P . Nachdifferenzieren*
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Beispiele zur Summenregel :
a y=x"+5x"-2x-2 b) y = sinx-cosx
y' = 3x° +10x - 2 y' = COSX +SnX

Beispiele zur Produk tregd :

a) Yy = SINX>COSX b) v = €x3anXx
y' = COSX XCOSX +39N X X-SNX) y' = €>3nX + e Xxcos X
= cos’ X -sin’ X = ¢ (sinx +cosx)
Beispiele zur Quotienten regd
3 y = 2X
4+ X
2°(4+x)-2x21 _ 8+2x-2x _ 8

= @exf T (@) @)
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sin X
b) y = tanx =
COS X
. cosxxosx-sinxX-sinx) _ cos’x+sin“x 1
— coS” X cos” X cos” X
COS X
C) y=cotx = —
sin X
y' = -SNX>8iNX-CoSX XC0sX _ -sin®x-cos®x _ 1
— sin® x sin® x sin® x

Beispiele zur Ableitung einer reziproken Funktion :

1 L =2X _ 2
a)y—ﬁ £X4_£
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1 . - 2X

by ¥ = X% +1 a (X2+1)2

Beispidl zur Linearitédt der Ableitung :

k=0
YV = —aaxXx’ =g -—XX =g ax—X° = aq a XX
dx k:oak 20 dx So “dx o

Ableitungen von trigonometrischen Umkehrfunktionen:

y = arcsinX y':]/\/l-x2 y = arccos X y':-]/ 1-x°

y = arctanx y':]/(1+x2) y

arccot x y' =-1/{1+x?)
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Beispiele zur Kettenregd :

a) y = (x3+1)2 y' = 2(x3+1) X3x* = 6X° +6X°
. ,_dy _
b) y = snwt y = it y W COSWt
0) y = sn°x y' = 2S8in X XcoSX
d y = snx’ y' = 00SX° X2X = 2X XCOSX*
€ y=e” y = axe™
f) y=e® y = 1'(x)e™
2X X

= VX% +1 y' = —

9y == 2Jx°+1 WJXx*+1
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Hohere (mehrfache) Ableitungen:

Entsteht als Ergebnis des Differenzierens wieder eine differenzierbare Funktion,
so kann man diese erneut ableiten, d.h. die 2., 3,, ... n-te Ableitung bilden.

Schreibweisen fir die zweite Ableitung:

v =100 = 1900 = S5 = £t = 2 B2 = L1009

allgemein fir die n-te Ableitung:

d"f d"
O =fO0%x) = = —f(x
y (x) q o (X)

n
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Beispiele fur mehrfache Ableitungen:

a y =39nx
_d 2 d .
y¢= —snX = cosx y&é= —_snx = —0cosx = -sinx
dx — dx? dx —
b) geg.: y = x" gesucht: n-teAbletung
dn CIn-l CIn-l dn-2
W= —_x"= nx"* =nx——x"*=n(n-1 x "
y— an an-l an-]_ ( )an_Z

n(n-1)(n-2) ... (n-(n-2)) —x

=n(n-1)(n-2) ...... 24 = n! (sprich: n Fakultét)
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Anwendung der Differenzialrechnung zur Kurvendiskussion:

Mit Hilfe der ersten und zweiten Ableitung lal3t sich die Lage und Art von
Extremwerten (Maxima oder Minima) bzw. sogenannten Wendepunkten jeder
beliebigen Funktion f(x) bestimmen. Ist an einer Stelle x die 1. Ableitung gleich
Null, so hat die Kurve eine waagrechte Tangente; damit ergeben sich 3
Mdglichkeiten, je nach dem Wert der 2. Ableitung an der Stelle x:

(1): y(x,) =0 ; vy«x, <O ® Maximum
(2): y(x,) =0 ; y¥x,) >0 ® Minimum
(3): y(x,) =0 ; y¥x,) =0 ® Wendepunkt

P wichtig fur Optimierungsaufgaben
(Der Fall (3) ist natUrlich KEIN Extremum)
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Bsp.: (a8) Manbestimmedie Extremwerteder Funktion y = x°+3x° -4

® Yy = 3x°+6x
y=0 b 3x,=-6 ® x,=-2

und X, =0

2.Ableitung:
y' = 6x+6
X, =-2 ® y'=-6 <0 P Maximum
X, =0 ® y'=6 >0

P Minimum

(b) Man bestimmedie Extremwerteder Funktion y = x°
y' = 3x°
y=0 ® x4, =0
y" = 6X

Xx=0 ® y"' =0 P waagerechter Wendepunkt
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Ableitungen bei Funktionen mehrerer Variabler P partielle Ableitungen

analog zur Ableitung einer Funktion nur einer Variablen; man differenziert

lediglich an einer bestimmten ,, Stelle”, d.h. halt die Gbrigen Variablen fest (bzw.
betrachtet diese als Konstanten)

Definition: Partielle Ableitung der Funktion z = f(x,y) nach x:

. " i
‘ﬂz:‘ﬂf(x,y):Ii ge’?zo f(x+.x,y) f(x,y) y = const.
X X Dx® 0& ?X g Dx®0 ?X

ﬂf(X y)_ |I _29_ I|m f(X,y+?y)- f(X,y) X = CONSst.
ﬂy fy — noog?y g oo 2y

Die Definition gilt nattrlich fur beliebige Koordinaten, z.B. Polarkoordinaten.
- geometrische Bedeutung:

eine Funktion f(x,y) definiert eine (Ober-)Flache, ihre partielle Ableitung an

einer bestimmten Stelle (X,,y) entspricht der Steigung der Tangenten an diese
Flache in Richtung der Koordinate, nach der abgeleitet wird
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w
z |

T (x.y))

‘ =Tangente an Flachein x - Richtung am Punkt (xo,yo)
X




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 6 : Differentialrechnung

P ,Die Ableitung“ einer mehrdimensionalen Funktion gibt es eigentlich nicht;
stattdessen definiert man das ,, totale” bzw. vollstandige Differential, das den
Zuwachs der Funktion in Abhangigkeit von den Zuwachsen aller Variablen angibt.

Vollstandiges Differential von z = f(x,y):

dz :de +Edy

X Ty

Ein Differential gibt es natlrlich auch bel Fkt. einer Variablen y = f(x):

dy =df(x) =f ¢x)dx = Mdx = OI—ydx
dx dx

Das, d* steht dabel fur ein infintesimales D, und man kann damit wie mit
normalen Platzhaltern rechnen; Physiker verwenden dies haufig, um
Zusammenhange herzul eiten zwischen der Anderung (dem Zuwachs) ein GroRe
und dem Zuwachs einer anderen (der gesuchten) Grofie ® Bsp. nach Kap. 7.
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7. Integralrechnung

Das Integrieren ist im Wesentlichen die Umkehrung des Differenzierens.

Bei der Einfuhrung der Differenzialrechnung wurde die Steigung einer Kurvein
einem bestimmten Punkt ermittelt durch den Differenzialquotienten, also den
Grenzwert fur infitessmale Intervallbreite der ,, mittleren® Steigung in einem
Intervall.

Analog dazu kann man die Integralrechnung geometrisch einfiihren, indem man
die Flache unter einer Kurve betrachtet und diese zunachst durch eine Summe
von Rechteck-Fl&chen anndhert; der exakte Wert fir die Flache ergibt sich dann
wieder als Grenzwert unendlich ,, schmaler Rechtecke (s. nachste Seite)

P Numerische Verfahren zum Differenzieren und Integrieren per Computer
verwenden (nattrlich) immer nur Differenzenquotienten bzw. Summen !
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y \i y
A / A
f(Xx /
X, /
/
fx), f(x,) __F \
/,
AN N
3 o> o x| o a o
AX,

Die Flache A wird ndherungsweise durch die Summe A , der Rechtecke mit den

Flachen DA, = f(x,)Dx, berechnet: A, =@ ?A, =4 f(x,) @x,

k=1 k=1
Der Grenzwert fur infinitessmal kleine Intervalle Dx bzw. ¥ viele Rechtecke
ergibt die wahre Flache A U bestimmtes Integral von f(x) zwischen a und b:

b «— obere
A =limA —Ilma ?A, —I|ma1‘(xk)>0xk g (x)dx Integrationsgrenze

n® ¥ n® ¥ k=1 n® ¥ . _ untere
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Problem Umkehrung der Differenziation: Zu einer Funktion f(x) wird eine
Funktion F(x) gesucht, fur die gilt: F'(x) =f(x)

Eine solche Funktion heil3 Stammfunktion; sie ist gegeben durch das sogennante

unbestimmte Integral:

F(x) = ¢ (x)dx

alg.: gx)dx =F(x)+C

Da beim Differenzieren einer Funktion additive Konstanten wegfallen, ist auch
jedes G(x) = F(x) + C (C = konst.) eine Stammfunktion von f(x) !

Das Integrieren ist also in der Praxis immer die Suche nach einer Stammfunktion
des Integranden (dasist f(x) !)

Hat man diese gefunden, so kann man mit ihr auch ganz einfach das bestimmte
|ntegral berechnen (ohne Bewels):

b

a

Fodx =[ F]. = F(b) - F(a)

Die Integrationskonstante C fallt hier
wegen der Differenzbildung weg !
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Eigenschaften des bestimmten Integrals:

a

Fx)dx =0

a

Kapitel 7 : Integralrechnung

b a
g (x)dx = - (x)dx
a b

b C C
g (x)dx + G(x)dx = cJ(x)dx
b a

a

Differenziation und Integration:

die beiden Operationen heben sich gegenseitig auf (bis auf die Integration-
konstante); dies folgt unmittelbar aus der Definition der Stammfunktion.

,Beweis*: f(x) wird zuerst integriert, dann wieder nach x differenziert:

= { gooa}=

{00+ =5 R = F9 =10

Daher braucht man nur die in Kap. 6 angegebenen ersten Ableitungen
elementarer Funktionen ,,umdrehen”, d.h. die Ableitung y‘(x) als Funktion f(x)
und die Funktion y(x) selbst als Stammfunktion F(x) auffassen, und kann sofort
die zugehorigen (unbestimmten) I ntegrale angeben:
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| ntegral e (Stammfunktionen) elementarer Funktionen:

* Potenzen:
(‘plx: (‘jdx =x+C

N 1 n+1
OKldx=——x""+C (nt-1)
n+1 :§x3/2+C

(n=-1) (‘))&(dx:m\xhc (x1 0)

Bsp.: )<’ %dx= xY2 1 C =

1+1/2

 Trigonometrische Funktionen:

(Fosxdx=sinx+C | cginxdx=- cosx+C

. 1 .
O—dx: arcsinx+C
V1- X2

(‘)izdx:tanx+C (‘)%dx:—cotx+c 1
COS” X SN X (‘)ﬁdx:arctanx+c
+ X

« Exponentialfunktion: c‘)gx dx=e*+C




M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 7 : Integralrechnung

| ntegrationsregeln (Umkehrung der Differenziationsregeln):

» konstanten Fakter ,, vorziehen“:

o xf (x)dx=cxf (x)dx Bsp.: (Pcosxdx=3sinx+C

e Summenregel:
A f(x)+g(x)}dx = )f (x) dx+ Ap(x) dx

Bsp.: (Ix*’ +sinx)dx:2i8x28 - cosx+C
e Partielle Integration (aus Produktregel der Diff.): )
Of (x)g&x) dx= f(x)g(x)- Of €x)g(x) dx braucht man
o _ > inder Praxis
 Substitution (aus Kettenregel der Diff.): kaum
Of (9(t))a€t)dt= 3f (x)dx; x=g(t), dx=g&t)dt
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Kapitel 7 : Integralrechnung

Bei spiele flr bestimmte Integrale:
.5

él 2u 1, 1, 25 1
dx = 5= —5°-=1"=—-==12
O( g2 Hl 2 2 2 2
. P
O;mxd :g- COS xg =(-cosp)- (-cosO)=(+1)- (-1)=2
e Up

Berechnung der Flache A zwischen den Kurveny = x und y = x2:
P Schnittpunkte (x =x?) bei x =0undx =1; b

1 1
AY A= xdx- ¢ de:
o ) Apep
1 .1 .
A _el ot el su _él o el ju_
y=X T8 H, &7H, 2 H & H
1 1_3-2 1

\ 4
N
w
o))

o
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Beispiel zur Anwendung von Differential und Integral in der physik. Beschreibung:

Absorption von Licht in Materie

I |’ dl =1°-I

exper. Befund: Abnahme dl der dx

Intensitét ist (bel diinnen Schichten) proportional zu Léange dx und Eingangsinten-
sitét |, Proportionalitatsfaktor a (Absorptionskonstante) P, Differentialgleichung”:

dl =-a x| xdx oder : ﬂ:—a><l(x) bzw. d

=-a xdx
dx | (X)

Fir ,, dicke” Probe (Dicke D >> dx): gedanklich in viele diinne Schichten zerlegen,
aufsummieren bzw. , aufintegrieren®:

I(([‘;),?L):_a%jx b In[1(D)]- In[1(0)]=-axD
) ° b In[i(D)/1(0)]=-a>D

b 1(D)/1(0)=exp(- axD)=T (Transmission der Probe)
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8. Raehenentwicklung / Naherungddsungen / Differ enzialgleichungen

Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

Problem: Theorie liefert oft funktionale Zusammenhange, mit denen es sich
,unschon“ rechnet oder unter denen man sich nichts,, vorstellen® kann.
Hier wird dann gerne mit (unter bestimmten Bedingungen gultigen)
Naherungsformeln gearbeitet, z.B.:

f(x) = 1 > 142X, wenn x| <<1
J@- x5 2" |
Was bedeutet hierbel [x| <<1? 11 — Naherung

—— Oiriginal

P Faustregel: |x| £ 0.01

Das Bsp. ist nur die , erste" 109
Ordnung, man kann durch

hohere Terme die Genauigkeit
der N&herung verbessern (im 091
Prinzip beliebig).

T T T T T T T T T
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04
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Zahlenbeispiel (Funktion von vorhin):

Kapitel 8: Reihenentwicklung etc.

exakt: 1. Ordnung: 2. Ordnung: 3. Ordnung:
X (1- %) 92 14 2x 1423+ 252 | 4293
2 2 8 2 X4 6
0.001 1.002504 1.002500 1.002504 1.002504
0.01 1.025444 1.025000 1.025438 1.025444
0.1 1.301348 1.250000 1.293750 1.300313
0.2 1.746928 1.500000 1.675000 1.727500

p fdr kleine Werte (x £ 0.01) ist schon die, erste Naherung* gut (Abweichung

< 2%), bel grofderen wird es schnell schlechter ...

Grundsétzlich lassen sich alle Funktionen in eine Relhe von steigenden
Potenzen von x entwickeln; man spricht (nach dem Entdecker dieser Tatsache)
von der sogenannten Taylor-Entwicklunag.
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Taylor' sche Formel:

Jede Funktion f(x), diein einem Intervall den Punkt x = a enthélt und stetige Ablel -
tungen bis einschliefdlich der (n+1)-ten Ordnung hat, kann fir alle x in diesem Inter-
vall nach Potenzen (Potenzfunktionen) der Differenz (x- a) entwickelt werden gemal3:

f(x)=f(a)+(x- a)?ﬂx- a)Z% +...+(x- a)”%+ R.(x)

n!

nur der Vollstandigkeit halber: wenn Ici@rg R,(x) =0, dann
n

konvergiert die Taylorreihe, d.h. man kann durch ,, Mitnehmen* von immer mehr
Summanden (héheren Potenzen) die Funktion f(x) beliebig genau annéhern.

Fasst man (x-a) =y als neue Variable auf und beachtet, dass alles andere
Konstanten sind, so sieht man, dass die Taylor-Formel eine Potenzreihe darstellt
von der Form: A+t Ay +AY +AY+ ..

Der haufigste Fall ist die Entwicklung einer Funktion um eine Nullstelle herum,
d.h. a= 0; daflrr vereinfacht sich die Taylor-Entwicklung zu:
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f (X) = f (O) + X@ + XZM +_  + Xn M (,,MCLaurin‘ﬂ:he Formel“)
1! 2l

Beispiele fur wichtige Reihenentwicklungen:

f(x)=eX fex)= fN(x)=¢
0 0 X2 X3

b eX»e’+xo +x2T 4 Zltxt o+
1 2!
f(x)=sinx f(0)=0 b Naherung kleiner Winkel (ca < 5°)
f¢ x)=cosx f¢0)=1 fUr trigonometrische Funktionen:
f&x)=-snx  1§0)=0 sinx » tanx » X
f @ x) = cosx f@&0)=-1 e @l x2/2
... von hier ab periodisch
3 5 P gilt so (nattrlich) nur far
P sinx» X- X X Winkel im Bogenmal3 !

6 120
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Fourier-Entwicklung und Fouriertransformation:

Jede periodische Funktion f(t) = f(t + T) mit der Periode T=2p/w kann in eine
Summe aus trigonometrischen Funktionen (P Fourierreine) entwickelt werden:

¥ ¥
f(t)=ay + § a,cos(nx x)+ J b, sin(n>? x)
n=1 n=1

nist dabel ganzzahlig, d.h. eine Fundamental schwingung und alle ihre harmoni-
schen Oberttne reichen aus, jede beliebige Form zu ,, synthetisieren®
P technologisch sehr wichtig

Umkehrung: Fourier-Analyse

P man bestimmt Frequenzkomponenten eines zeitabhangigen Signals, z.B. der
Schwingung eine Gitarrensaite;
Auch das menschliche Ohr hort nur Frequenzen (ist also physikalisch gesehen
ein Fourier-Analysator ...)
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auch nicht-periodische Funktionen lassen sich analog vom Zeit- ins Frequenzbild
,ubersetzen* P Fourier-Transformation:

1 .
F(t)=—— ). alw)x"'d
(0= & &, alu)eam
1

¥

a(w) = 0, flt)e W ot

V2p

d.h. jeder zeitabhangige V organg kann auch als (kontinuierliche) Frequenz-
verteilung beschrieben werden; das hat z.T. recht fundamental e Konsequenzen

( P Heisenberg‘ sche Unschérferelation), ist aber auch wiederum technologisch
von Bedeutung, v.a. im Bereich der Messtechnik.
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Differenzial gleichungen:

Physikalische (chemische, biologische ...) Gesetze beruhen haufig auf Zusammen-
hangen zwischen einer Grol3e und der Veranderung dieser Grol3e als Funktion z.B.
der Zeit.

z.B.: Zunahme der ,, Bevolkerungszahl“ N einer Zellkultur:

Man kennt zu einem bestimmten Zeitpunkt die Zahl N, der ,,Individuen®, und
weil3, dass diese sich mit einer konstanten Rate vermehren (teilen); das heildt, die
Zunahme dN ist zu jedem Zeitpunkt t proportional zur gerade vorhandenen Zell-
anzahl N(t) und zur Lange der betrachteten Zeiteinheit dt. Mathematisch heif3t das:
ON = kot (£)sdt O d';'_t(t):m(t):kxN(t)

k ist die Proportionalitatskonstante (Teilungsrate);
Zusammenhange diesen Typs, bel denen eine zunachst unbekannte (gesuchte)
Funktion und ihre Ableitung(en) in vorkommen, nennt man Differenzialgleichung.
Die obigeist die einfachste (aber sehr haufig vorkommende) DGL.
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Um DGL. zu l6sen, gibt es verschiedene Wege:

e Raten“, d.h Ansatz machen, einsetzen und nachrechnen

o In Literatur nachschlagen (die meisten Probleme sind halt schon gel6st ...)

P dassindinder Tat die wichtigsten, es sei denn, sie wollen Mathematiker werden

im obigen Beispiel lautet die L6sung:

N(t) = Ng xexp(k %)

das wirde unbegrenztes, exponentielles Wachstum bedeuten; in der Realitat
natlrlich begrenztes Nahrungsangebot b kompliziertere DGL !

weltere Bsp.:
radioaktiver Zerfall ~ N(t)=-1 xN(t), Losung: N =Ngexp(- | %)

Federpendel K(t) = - %x(t), Losung:  x(t) = xexpliwt)=

= xo[cos(wt) +i xsin(wt)]



M athematisch-physikalischer Vorkurs Kapitel 9: Fehlerrechnung/-schatzung

9. Fehlerrechnung und -schétzung (rudimentér)

Im Folgenden wird kurz zusammengefasst, wie man die Genauigkeit von
gemessenen physikalischen Grofsen beurtellen, korrekt darstellen und mit den
so gewonnen ,,Fehlern* (eigtl. Genauigkeitsintervallen) rechnen kann

b Fehlerrechnung, Fehlerfortpflanzung

Prinzipiell gibt es 2 Arten von Messfehlern:

« Systematische Fehler: z.B. 100 m-Lauf, Fehler durch Reaktionszeit bel
Stoppuhr P vermeid- oder korrigierbar, daher nicht math. behandelt

o Statistische (zufélige Fehler):

1. Beobachtungs- und Messfehler: z.B. Schwankung der Reaktionszeit bel
Stoppuhr, dehnbares M al3band, Ablesegenauigkeit (Skala zu ,,grob”) ...

2. Schwankungen des M essgeréates oder des Messobjektes selbst:
Elektronik (Drift durch Temperatur, auf3ere Storungen), Messung der
Zahl von Molekulen in bestimmtem Volumen
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Kapitel 9: Fehlerrechnung/-schatzung

Grundannahme der stati stischen Fehlerbehandlung:

zufdllige Fehler kommen mit gleicher Wahrscheinlichkeit als positive und negative
Abweichungen vom wahren Wert vor, bzw. zu kleine und zu grol3e Messwerte sind

gleich haufig.

Daraus folgt: bei sehr oft wiederholter Messung und Mittelung der erhaltenen
Werte sollten sich die positiven und negative Abweichungen immer besser
kompensieren b aus mehreren Einzelmessungen erhalt man die beste Schatzung

fur den ,,wahren Wert* durch Bildung des Mittelwertes

1 on / Einzelwert
y=—ayyi
r Nig
X AY
Zahl der
Mesungen
Mittelwert Y

Welche Genauigkeit hat nun diese Schétzung (der Mittelwert) ?

Messpunkt-Nr.

Messpunkt-Nr.
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Messreihe (2) ist sicher die Genauere'!

Kapitel 9: Fehlerrechnung/-schatzung

Math. Beschretbung muss auf3erdem liefern: je mehr Messpunkte, desto genauer
der Mittelwert p -

s? heildt \VVarianz der Einzelmessung
sist die Streuung der Einzelmessung

neg. und pos. Abweichungen gleich behandelt

P sgibt an, wieweit im Mittel eéin Messpunkt vom Mittelwert abweicht; im Sinne
der Fehlerrechnung ist das also der ,, mittlere Fehler der Einzelmessung”, daher
auch oft als Standardabwel chung bezeichnet.

Wichtig: dasist noch NICHT die Genauigkeit der Messreihe, denn dazu muss erst
noch der Fehler des eigentlichen Messwertes (Mittelwertes) berechnet werden.

Dieser Fehler des Mittelwertes ist:

_ 'S
S=—

Jn

Ubliche Schreibweise:

(y+s) [Einheit]
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Genauigkeit des Mittelwertes steigt nur mit der Wurzel aus der Zahl der
Messungen, z.B. 4-mal so viele Messpunkte ergeben doppelte Genauigkeit.

Mit (Messergebnis + Fehler) weiterrechnen b, Fenhlerfortpflanzung®

Bsp.: 2 verschiedene Messrethen mit den Ergebnissen (Mittelwerten)
(}ts) und (%ts)
gesuchtist: Y= f(X,%) unddaszugehérige s

L 6sung: Mittelwert nach Rechenvorschrift y = f(x,,x,) bestimmen, fir Fehler gilt:

2 2
VY O VO
p :Eeﬂ—}/i 5° "‘éeﬂ—E/i 5° gilt analog fiir mehr als 2 Variablen !
% % g ,
Finfaches Beispidl : Y= +%,; V=1, 1 =41 p 22 4
TR E1% 5

2 _ 2,2
P s =5 +5 b , Fehler quadratisch addieren
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Anaog fur Produkt/Quotient : 'y = X; XX, oder y = X;/Xo

-&5 9 + 8532_9 p , Relativen Fehler quadratisch addieren®

In der Praxis oft:
keine mehrfache Messung moglich bzw. immer gleicher Messwert erhalten;
dann hilft nur, den Fehler selbst zu ,, schatzen®.

Faustregeln dafr:
» Bal angegebener Messgenauigkeit eines Messgrates diese tibernehmen

* Bal Messung mit Skalen (Lineal, Voltmeter, Winkelskala, Digitalanzeige ...)
kleinste Skaleneinteilung (letzte Digitalstelle) als,, Ablesefehler” anstelle der
Standardabweichung einsetzen, ggf. damit auch Fehlerfortpflanzung rechnen.

P Ublich: [(abgelesener Wert) + (1/2>Skaleneintellung)]
z.B.Lined mitmm-Skala: [, _ (13,7+05) mm

Kapitel 9: Fehlerrechnung/-schatzung
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aulerdem wichtig: Zahl der Stellen nach dem Komma (bzw. Dezimal punkt) von
Messwert und Fehler missen aufeinander abgestimmt sein, also z.B.

(13, 5 mm wéresinnlos!

Faustregel: ermittelten Fehler auf 2 (von Null verschiedene) Stellen runden, die
Zahl der beilm Messergebnis angegeben Stellen dafUr ,, passend machen®, Bsp.:

(108,735 + 0,025) kg

M

jeweils 3 Stellen nach dem Komma !

Denken Sie daran (v.a. bel Praktikumsver suchen):
Messwerte immer mit Einheiten und Fehlern angeben, am
besten so wiein der obigen Faustregel !




